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Equations différentielles

| Equations d’ordre 1 (partie 1/3)

A utiliser apreés le cours sur les systémes du premier ordre

Objectifs. Je sais reconnaitre une équation linéaire a coefficients constants, la mettre sous forme canonique,
expliquer pourquoi la solution contient une exponentielle, résoudre avec une condition initiale, et controler

mon résultat.

Mode d’emploi. Les exercices (en fin de partie) sont classés par difficultés croissantes : 1 a 3. Passer au niveau

supérieur seulement apres avoir réussi le précédent sans regarder la fiche.

Cette partie sera complétée par la partie 2/3 (ordre 2), puis par une synthese partie 3/3.

I.LA Reconnaitre et mettre en forme

‘%" Savoir
Equation linéaire a coefficients constants

L’inconnue u(t) et ses dérivées apparaissent a la puissance 1, multipliées par des constantes. Le second

membre ne dépend que de ¢.
— Oui:RCT +u=E; 3% +6u=12.
— Non: 3—1: + u? = 0 (non linéaire); i—l: + t u = 0 (coefficient variable).

Dans les cas « Non », cette fiche ne s‘applique pas : on suit I’énoncé (séparation des variables, par exemple).

Q- Savoir

Forme canonique d’ordre 1 (second membre constant)

— coefficient 1 devant j—t ;
— 7:constante de temps (en s);

— U, :valeur finale, de méme dimension que u, a identifier dans le second membre.

A . s s N . . . du u . .
Contrdle immédiat : tous les termes ont 1a méme dimension. Si - et — sont homogenes, alors 7 est bien un
T

temps.

S’entrainer : exercices L.E et I.E.
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I.B Pourquoi une exponentielle?

® Document

Une fonction proportionnelle a sa dérivée

o o du U sy @ 1 i . \ . .
L’équation homogene d—L: + z= 0 s®écrit d—? =-Ju: la dérivée de u est proportionnelle a u. La fonction qui
a cette propriété est I'exponentielle :

du

ut) =Ke" = TG

En reportant dans I’¢quation homogeéne, la dérivation devient une multiplication par r :

1 1 1
rKe+-Ke"'=0 = r+-=0 = r=--.
T T T

L’équation différentielle est devenue une équation algébrique en r : c’est ’équation caractéristique.

® Document

Pourquoi « solution homogéne + solution particuliére » ?

L’équation est linéaire : si up vérifie I'équation compléte et uy; 'équation homogene, alors uy + up vérifie
I’¢quation compléte.

Physiquement :

— up décrit le régime permanent, imposé par le second membre : ici up = Uy, ;

— uy décrit le régime transitoire, qui « raccorde » I'état initial au régime permanent et s’éteint.

I.C Méthode de résolution

& Méthode
Méthode — les 5 étapes
1. Forme canonique : diviser pour avoir le coefficient 1 devant i—? ; identifier 7 et u,.
2. Solution homogéne : r = —%, donc uy(t) = Ae~!/" (A constante, inconnue pour I'instant).

3. Solution particuliére : second membre constant, on cherche up constante ; sa dérivée est nulle, d’ou

uP = uoo.
4. Solution compléte : u(t) = Ae " + u.
5. Constante : avec la condition initiale, appliquée a la solution compléte.

Puis controéler : valeur en t = 0, limite en t — oo (égale a u,), homogénéité, allure cohérente avec la

physique.
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& Savoir-faire

Résultat général

Avec u(0) = uy :

u(t) = g + (up — Uoo) e™/"

Lecture : valeur finale + (écart initial a la valeur finale) x décroissance exponentielle. Retrouver cette for-

mule par la méthode plut6t que 'apprendre seule.

© Exercice d’application 1

Exemple résolu — charge d’'un condensateur

Enoncé. RC Z—L; + u = E, avec u(0) = 0. Déterminer u(t).

S’entrainer : exercices I.E a L.E.

I.D Lire et interpréter ¢

u(t)

. tangente a l'origine

0,631y, | .

T 3t 5T

Réponse u(t) = ug, (1 — e~*/7) pour u(0) = 0.

¢- Savoir

Signification de 7
— La tangente a l'origine coupe l'asymptote u = u, ent = 7.
— At =1, 63% de I'écart initial est parcouru (il en reste 37 %).

— At ~371:95%;at ~ 57:99%. Le régime permanent est atteint.

Ces reperes valent quel que soit u, : on raisonne sur I'écart uy — u,.
0 0 00

¥~ Savoir
Stabilité : le signe compte
Si I’équation s’écrit j—l; -z = (signe —), la solution homogéne est A e*!/? : elle diverge. Le systéme est

instable : la valeur constante qui vérifie ’équation n’est jamais atteinte, ce n’est pas une « valeur finale ».
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Vérifier le signe avant d’appliquer la méthode.

& Méthode

Erreurs fréquentes a I'ordre 1

E1. Constante calculée sur uy seule. La condition initiale porte sur la grandeur physique u = uy+u,.

Ecrire uy;(0) = u, est faux dés que u, # 0.

E2. Lire 7 avant la forme canonique. Dans 3% +6u=12,ona 2—1: +2u = 4,donc 7 = 0,5s (et non é),

etu,, =2 (etnon 12).

E3. Appliquer la méthode sans terme en u. Pour % = 5,iln’'y ani 7 ni uy : on intégre directement,

u = 5t + uy.

S’entrainer : exercices L.E et L.E.

I.LE Exercices — ordre 1

Reconnaitre et mettre en forme

© Exercice d’application 2

§1.1 @
Pour chaque équation, dire si elle est linéaire a coefficients constants. Justifier en une phrase.

dy s d_y _ d_y_
1. Ult+3y—s1nt 3. dt+ty—0 S.ydt_l

2. 24y2=0 4. 22 = —4y 48 6. L=5
dt dt dt

© Exercice d’application 3

§11 @
du u Uy . .
Mettre sous la forme Pyl — = = »puis exprimer 7 et la valeur finale.
d . o
1. RC d—L: +u=E (tension aux bornes du condensateur, circuit RC)
2. L% +Ri=E (courant dans un circuit RL)
3. 3(:1—': +6u =12 (grandeurs en unités SI)
dT Text =T z ) sz .
4. C v - TR (température d'un corps de capacité thermique C)
th
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Page 4/6



https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.fr

Q| FO7|ED TSI1 | Lycee St Cricq

2026-2027 Lm

Résoudre

© Exercice d’application 4

§13 @ @
On reprend l'exemple résolu : u(t) = E (1 — e74/7).
1. Exprimer I'instant ty5; ot u atteint 95 % de sa valeur finale.
2. Application numérique : R = 10kQ, C = 100 nF.
© Exercice d’application 5
§13 @ @

On a L% + Ri = E avec i(0) = I, # 0. Déterminer i(t), puis vérifier le résultat par trois controles (valeur

initiale, valeur finale, homogénéité).

© Exercice d’application 6

§13 @ @
, T T . . .
La température d’un thé vérifie % o= ;Xt avec 7 = 10 min et T, = 20 °C. Le thé est servia T, = 80 °C.
1. Identifier la valeur finale, puis déterminer T(¢).
2. Au bout de combien de temps le thé est-il a 40°C?
Analyser
© Exercice d’application 7
§14 @ @ @
u E
Un éleve résout j—l; + - = g avec u(0) = 0. Il écrit :

«uy =Ae T, 0Oru(0) = 0 donc uy(0) = 0, doit A = 0.

Comme up = E, on obtient u(t) = E pour tout t. »

1. Sans refaire le calcul, montrer par un argument physique (tension aux bornes d’'un condensateur)

que ce résultat est impossible.

2. Identifier I'erreur de méthode et la corriger.

© Exercice d’application 8

§14 @e @ @

L'oscilloscope enregistre la tension u(t) ci-dessous.
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1. Lire la valeur initiale u, et la valeur finale u,.
2. Déterminer 7 par deux méthodes différentes, en expliquant chacune.
3. En déduire I’équation différentielle sous forme canonique et I'expression de u(t).
Auto-évaluation — ordre 1
Je coche quand je sais le faire sans la fiche :
[Jforme canonique, 7 et u, [ constante sur la solution compléte
[Jexpliquer 'exponentielle [1lire 7 sur un graphe
[ controles finaux
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